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1 Einleitung

Obwohl Mathematik und Informatik gemeinsame Wurzeln besitzen, gibt es nicht vie-
le schuladaquate Teilbereiche, in denen sich Methoden der Mathematik und der In-
formatik organisch verknupfen lassen. Die tblichen in der Mathematik vorhandenen
Probleme sind aus informatischer Sicht nicht strukturreich genug, um die
Modellierungs- und Beschreibungsmethoden der Informatik voll zur Wirkung kom-
men zu lassen. Umgekehrt erfordern die informatischen Probleme nur selten
schultypische mathematische Vorgehensweisen?.

Die graphische Datenverarbeitung scheint ein Kandidat zu sein, in dem sich Metho-
den beider Wissenschaften sinnvoll kombinieren lassen. Zum einen erfordert die
Losung der Probleme die Kenntnis typischer Verfahren der Schulmathematik (z.B.
Geraden- und Kreisgleichungen, Projektionen, Spiegelungen), zum anderen treten
Modellierungsfragen hinzu, wenn idealisierte mathematische Objekte, wie Geraden,
Kreise, auf Raster- oder Vektorgraphikgeraten ausgegeben werden sollen. Wir wol-
len im folgenden einige zentrale Fragestellungen der graphischen Datenverarbei-
tung vorstellen, die in der Schule im Informatikunterricht, im Mathematikunterricht
oder in interdisziplinaren Projekten behandelt werden kdnnen.

2 Grundlagen

Unter graphischer Datenverarbeitung (kurz GDV) versteht man ein Teilgebiet der
Informatik, das sich mit der Erfassung, Speicherung, Verarbeitung und Ausgabe gra-
phischer Darstellungen befal3t. Das haufig in diesem Zusammenhang favorisierte
Gebiet der Algorithmischen Geometrie ist kein origindres Teilgebiet der GDV, denn
hier geht es weniger um die Darstellung geometrischer Objekte als um die Ermittlung
von Zusatzinformationen, die aus der Darstellung erst ermittelt werden mussen.

Anwendungen der GDV findet man vor allem beim

» computerunterstitzten Entwerfen (CAD)

* bei Prasentationsgraphiken

* bei medizinischen Anwendungen (z.B. Tomographie)

* bei der Kartographie

* bei Filmen

* bei Animationen

* und und und.

Der von der Informatik in diese vom Grundsatz her mathematisch gepragten Anwen-

1 Man frage mal einen Informatiker, wann er zuletzt den Datentyp real sinnvolleingesetzt hat.



dungen eingebrachte Akzent betrifft vor allem die Effizienz und die Exaktheit, mit der
die Darstellungen auf Ausgabegeréaten produziert werden.

Nicht alle diese Anwendungen erscheinen schuladéaquat, es sei denn in Projekten.
Zur Behandlung im Unterricht — sei er mathematisch oder informatisch — bieten sich
aber einige atomare Teilprobleme an, die in allen 0.g. Anwendungen vorkommen:

* Wie zeichne ich Linien auf den Bildschirm?

» Wie zeichne ich Kreise auf den Bildschirm?

» Wie realisiere ich Fenster?

* Wie male ich eine Figur aus?

* Wie zeichne ich ein 3-dimensionales Objekt auf den Bildschirm?

Aus didaktischer Sicht bietet die GDV eine Reihe von Vorteilen. Zum einen scheint
die Motivation der Schuiler zur Behandlung dieser Gebiete gesichert, da man von
hinreichend vielen Vorerfahrungen ausgehen kann: Spiele (z.B. Flugsimulatoren),
3D-Darstellungen, Filme (z.B. Terminator Il, Jurassic Park), Stickereien, Zeichen-
programme usw. Zum anderen ist auch der Fortgang des Unterrichts gesichert, denn
die 0.g. GDV-Probleme sind in dem Sinne oft herausfordernd, daf3 mit jedem Schritt
auf dem Losungsweg weitere mogliche und fir Schiler auch durchfiihrbare Schritte
sichtbar werden. Im Einzelnen besitzen die im weiteren behandelten Losungen fol-
gende Eigenschaften:

» Die Zielstellung jeder Problemlésung laf3t sich an zwei Grundsatzen festmachen:
Effizienz und Genauigkeit der Ausgabealgorithmen.

» GDV-Methoden beruhen auf wenigen fundamentalen Ideen, die in vielfaltiger Kom-
bination immer wieder Verwendung finden: Spiegelung, Reduktion auf ganzzahlige
Arithmetik, Diskretisierung, Fehlerabschatzung, Approximation.

» Jedes Problem besitzt einfache und schwere Lésungen; die einfachen sind mit
geringen mathematischen und informatischen Methoden erzielbar, die leistungs-
fahigeren ergeben sich haufig inkrementell unter schrittweiser Einbindung der o.g.
fundamentalen Ideen durch organische Weiterentwicklung der naiveren. Geniale
Ideen sind nur in wenigen Fallen erforderlich. Insbesondere sichert diese Eigen-
schaft, dal? die Schiler stets eine Losung finden.

Im folgenden wollen wir einige wichtige Algorithmen skizzieren und die jeweils wich-
tigsten Lerninhalte aus mathematischer und informatischer Sicht aufzeigen.

3 Liniendarstellung
Die generelle Vorgabe bei allen in der Folge in einer PASCAL-artigen Syntax vorge-
stellten Algorithmen sei ein Rasterausgabegerat (ein Bildschirm). Mittels der Proze-
dur

point (x,y: integer)



werde ein schwarzer Punkt auf die ganzzahligen Bildschirmkoordinaten (x,y) ge-
setzt. Punkte seien definiert durch
record
X,y: integer
end
Der einfachste Algorithmus zum Zeichnen einer Strecke zwischen den Punkten P
und P’ basiert auf der Standardgeradengleichung y=mx+b. Man setzt alle ganzzahligen
x-Werte zwischen den x-Koordinaten von P und von P’ ein und erhélt die zugehori-
gen y-Werte der Zwischenpunkte, die jeweils anzuzeigen sind:
m:=(P.y-P’.y)/(P.x-P’.x);
b:=(P.y*P’.x-P’.y*P.x)/(P’.x-P.X);
for x:=P.xto P’.xdo
point(x,round(m*x+b))
Dieser Algorithmus besitzt jedoch zwei entscheidende Nachteile, die ihn fur die Pra-
xis unbrauchbar machen: Er verwendet aufwendige Gleitpunktoperationen (Division
und Multiplikation), die ihn ineffizient machen, und er ist sehr ungenau, wie Abb. 1
zeigt: Bei Geraden Uber 45° Steigung wird nur eine geringe Zahl von Punkten ange-
zeigt. Diesen Nachteil kann man allerdings durch eine Fallunterscheidung bezgl. der
Lage der Strecke in den Oktanten korrigieren.

Abb. 1: Zeichnung einer Strecke durch einen naiven Algorithmus

Wesentlich effizienter und genauer ist der Bresenham-Algorithmus. Er beschrankt
sich auf einfache arithmetische Operationen auf ganzen Zahlen und reduziert damit
den Rechenaufwand erheblich. Die Idee besteht darin, statt jeden anzuzeigenden
Punkt Gber die Geradengleichung explizit zu berechnen, schrittweise vorzugehen
und einen anzuzeigenden Punkt (xj,yj) unter Vermeidung der Geradengleichung aus
seinem Vorganger (Xj-1,Yi-1) zu berechnen. Man beschrénkt sich dabei auf den 1.
Oktanten und l6st alle tbrigen Félle durch Spiegelung (Abb. 2).



Abb. 2: Vorgehen beim Bresenham-Algorithmus fiir Strecken

Liegt der Punkt (xj-1,Yij-1) bereits vor, so gilt jedenfalls xj=x;-1+1. Ferner kommen flr
yi hur die Koordinaten yj-1 oder yj-1+1 in Frage, das heif3t der nachste Punkt (X;,y;)
liegt auf der gleichen Hohe wie (xj-1,Yj-1) oder aber einen Rasterpunkt héher. Sei
yi*=mxj+b der exakte y-Wert an der Stelle xj. Man berechnet nun die Abstande von y;
und yj-1 zu yj*:
Ui=Yi-yi*, i=Yit-yi-1.
Das Vorzeichen der Differenz dj=lj-uj entscheidet nun, ob man fir die y-Koordinate
von Xj den Wert yj-1 (bei di<0) oder den Wert yj-1+1 (bei dj>0) wabhit.
Die hierzu insgesamt nétigen Rechenoperationen optimiert man folgendermaf3en:
Fall 1: yj=yj-1+1 (d.h. man geht einen Rasterpunkt aufwarts). Dann gilt:
di=2yi*2yi+1=2(yj-1*+m)-2yj-1-1=2yj-1*-2yj-1+2m-1=dj-1+2m-2.
Fall 2: yi=yj-1 (d.h. man bleibt auf der y-Ebene des Vorgangerpunktes). Dann gilt:
di=2yi*-2yj=2(yj-1*+m)-2 yj-1=2yj-1*-2 Yj-1+2m=dj-1+2m.
Die in beiden Fallen noch vorhandene Gleitpunktrechnung in m=(P.y-P’.y)/(P.x-P’.x)
beseitigt man durch Ubergang von dj zu dj=dj (P.x-P’.x). Auf das Vorzeichen hat
diese Transformation keine Auswirkung, da man sich im ersten Oktanten befindet.
Das gesamte Verfahren ergibt sich schlie3lich durch Wahl des Startwertes fur dq":
d1'=2(P.y-P.y)-(P.x-P".x).
Der Algorithmus:
xX:=P.x; y:=P.y;
dx:= P’.x-P.x; dy:=P".y-P.y;
c:=2*dy; delta:=c-dx;
c’:= delta-dx;
repeat
point(x,y);



X:=x+1;
if delta<0 then
delta:=delta+c
Ise

y:=y+l;
delta:=delta+c’
fi;
until x>P’.x.

Mit der Bearbeitung dieser Problemstellungen sind eine Reihe zentraler Tatigkeiten

beider Wissenschaften verknipft:

» aus der Mathematik: das Aufstellen von Geradengleichungen, die Behandlung von
Steigungen und die entsprechende Klassifikation von Geraden, der Umgang mit
Spiegelungen an Achsen und Vorzeichenwechseln.

» aus der Informatik: Verzweigungen, Schleifen mit while und repeat der Datentyp
Verbund, geschachtelte Anweisungen, Komplexitatsbetrachtungen tber arithmeti-
sche Operationen.

» flr beide Wissenschaften: Sehr ertragreiches schrittweises methodisches Er-
schlie3en eines kleinen Bezirks durch Lésung von Teilproblemen und durch Verall-
gemeinerung von Lésungen, Fertigwerden mit Rechen- und Darstellungsungenau-
igkeiten.

4 Kreisdarstellung

Die Erkenntnisse und Uberlegungen aus der Entwicklung eines einfachen Algorith-
mus zum Zeichnen von Linien kénnen z.B. in Form eines Projekts auf das Zeichnen
von Kreisen transferiert werden. Zusatzliche Kenntnisse oder Techniken sind nicht
erforderlich oder kénnen von den Schilern selbst entwickelt werden.

Der Bresenham-Algorithmus fir Kreise basiert ebenfalls auf der Idee, einen anzuzei-
genden Punkt (xj,yj) unter Vermeidung der Kreisgleichung x2+y2:r2 aus seinem
Vorganger (Xxj-1,Yij-1) zu berechnen. Man beschrankt sich diesmal auf den 2. Oktan-
ten und auf Kreise um den Ursprung und |6st alle Ubrigen Falle durch Spiegelung
und Translation (Abb. 3).
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Abb. 3: Vorgehen beim Bresenham-Algorithmus fiir Kreise

Auf die einzelnen Schritte wollen wir hier nicht eingehen, es genigt die iterative Be-
rechnungsvorschrift fur die Werte di:
dia1 = ditAX+6+2(yi1 -Yi)-2(yi 1Y)
Fur di<0 wahlt man als y-Koordinate fur xj den Wert yj-1 und fir di=0 den Wert yj;.
Anschliel3end kann man die Gleichung noch operationell optimieren, denn es gilt:
dj+1 = dj+4(xj+1)+2, falls dj<0
und
dj+1 = dj+4(xj+1)+2-4(yj-1), falls dj=0.
Mit dem Startwert

d1=3-2r
ergibt sich dann folgender einfacher Algorithmus:
x:=0; y:=r;
d:=3-2*r;
while x<y do
point(x,y);
if d=0then
d:=d-4*(y-1);
y:=y-1
fi;
d:=d+4*(x+1)+2;
X:=x+1
od.

Gegenuber dem Bresenham-Algorithmus fur Linien ergeben sich zusatzlich folgen-

de unterrichtlichen Aspekte:

 fir die Mathematik: die Vertiefung der Kreisgleichung, die Behandlung einfacher
Translationen (wenn Kreismittelpunkte nicht im Ursprung liegen).



« flr die Informatik: die Optimierung von Rechenoperationen, auch wenn mathema-
tische Gleichungen dadurch ein ungewohntes Aussehen bekommen.

« fiir beide Wissenschaften: die organische Erweiterung und Ubertragung von Kennt-
nissen auf ein neues Problem in Form einer Haus- oder Projektarbeit.

5 Fenstertechnik

Alle Computersysteme ermdglichen die Aufteilung des physikalischen Bildschirms in
logische Bildschirme (Fenster) (Abb. 4). Von einer Zeichnung durfen nur diejenigen
Bestandteile angezeigt werden, die im Fenster liegen, die Ubrigen werden unter-
drickt.
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Abb. 4: Fenstertechnik

In der Schule kann man sich zunachst auf Linien beschranken.
Wir gehen von folgenden Grundannahmen aus. Ein Punkt sei jetzt definiert als
record

X,y: real
end
ein Fenster durch seine vier Fenstergrenzen
record
left,right,low, high: real
end

Man beachte, dal3 nun mit Welt- statt mit Bildschirmkoordinaten gearbeitet wird.

Ein einfacher Algorithmus zeichnet eine Strecke in der Ublichen Form, wobei er fur
jeden Punkt zunachst Uberpruft, ob er im Fenster liegt oder nicht und angezeigt wer-
den muf oder nicht. Dieser Algorithmus ist in hohem Mal3e ineffizient, da je Punkt



vier Abfragen bezuglich der Fenstergrenzen erforderlich sind.

Alternativ berechnet man wesentlich effizienter zunachst die Schnittpunkte jeder zu
zeichnenden Strecke mit den Fenstergrenzen, aktualisiert die Endpunkte der Strek-
ke so, dal3 das verbleibende Segment voll im Fenster liegt und zeichnet die Strecke.
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Abb. 5: Clipping

Der zugehorige effiziente Algorithmus stammt von Cohen und Sutherland. Er besteht
in einem ersten Schritt darin, aus einer Menge von Strecken diejenigen auszuschei-
den, die nicht angezeigt werden mussen. Dazu zerlegt man den Bildschirm in neun
Rechtecke gem. Abb. 5 und vergibt Attribute A(P){top,bottom,right,left} an die End-
punkte jeder Strecke in Abhangigkeit davon, in welchem Rechteck sie liegen. Im
zweiten Schritt werden Strecken, deren Endpunkte keine Attribute besitzen, vollstan-
dig angezeigt, und Strecken, deren Endpunkte ein Attribut gemeinsam haben, elimi-
niert, da sie nicht angezeigt zu werden brauchen. Die Ubrigen Félle erfordern eine
Sonderbehandlung: Sie werden an den Fenstergrenzen geclippt, d.h. mindestens
einer ihrer Endpunkte wird durch den Schnittpunkt mit der Fenstergrenze ersetzt.
Man durchsucht also alle tbrigen Endpunkte P(x,y) und deren Attribute A(P):

Fall 1: Falls leftdA(P) => clippe an der linken Fenstergrenze: y:=y+m*(left-x),x:=left
Fall 2: Falls rightCJA(P) => clippe an der rechten Fenstergrenze y:=y+m*(right-x), x:=

right

Fall 3: Falls topJA(P) => clippe an der oberen Fenstergrenze x:=x+(high-y)/m,
y:=high

Fall 4: Falls bottomA(P) => clippe an der unteren Fenstergrenze x:=x+(low-y)/m,
y:=low

Anschlie3end aktualisiert man A(P) und beginnt von vorn, bis alle A(P)=0 sind. Der



Fall m=0 erfahrt eine Sonderbehandlung, auf die wir hier nicht eingehen.

Das obige Verfahren laf3t sich im weiteren Verlauf des Unterrichts auf Polygone tber-
tragen. Hier kommt das Problem hinzu, daRR durch naives Clippen die Polygon-
eigenschaft verloren gehen kann und damit Ubliche Operationen, wie z.B. Farben
nicht mehr zu korrekten Ergebnissen fiihrt. Durch geschickte Erweiterung des Algo-
rithmus von Cohen/Sutherland kann jedoch auch dieser Fall erfal3t werden, indem
man die Polygonziige zyklisch an den Fenstergrenzen clippt, damit die Fenstergrenzen
als Polygonstrecken hinzu nimmt und folglich wiederum ein Polygon erhalt. Auch in
dieser Problemstellung besteht also fur die Schiler die Méglichkeit, Mangel ihrer
Uberlegungen zu erkennen und mit relativ einfachen Erweiterungen selbstandig zu
|6sen.

Auch das Problem der Realisierung von Fenstern fuhrt zu einer Vielzahl miteinander

verknUpfter mathematischer und informatischer Aktivitaten:

» aus der Mathematik: Geradengleichungen, Steigung, Schnittpunktberechnung

» aus der Informatik: Verzweigungen, Schleifen, case-Anweisung, Datentypen (vor
allem der Datentyp Menge)

» wissenschaftstbergreifend: ein wirkungsvolles methodisches Vorgehen, die Vertie-
fung von Linien-Algorithmen, das Erkennen und Beheben von Mangeln durch Trans-
fer bekannter Lésungsverfahren (beim Polygon-Clipping).

6 Fullalgorithmen

Zu dieser Klasse gehoren alle Probleme, die sich mit dem Féarben von allgemeinen
Flachen befassen. In der Schule beschrankt man sich dabei zweckmaligerweise
auf eine Teilklasse, z.B. die Polygone. Bereits fir diese Klasse sind effiziente und
korrekte Losungsalgorithmen (z.B. der Buffer-Fill-Algorithmus oder das Scan-Line
Verfahren) recht anspruchsvoll und eignen sich eher fur einen Intensivunterricht, z.B.
in Form eines Projekts.

Einfache Losungsansatze gewinnt man aber bereits ohne grol3e Vorarbeiten, und
man kann ihre Mangel analysieren. Ein naheliegender Ansatz ist z.B. das rekursive
Farben. Man startet bei einem Punkt innerhalb des Polygons und farbt rekursiv die
umliegenden Nachbarn (Abb. 6).



Abb. 6: Rekursives Farben

Hieran kniipfen sich zwei Uberlegungen:

* Ist das Verfahren effizient? Der durch die Rekursion verursachte Effizienzverlust
hinsichtlich Laufzeit und Speicher macht das Verfahren fir die Praxis unbrauch-
bar.

* Ist das Verfahren korrekt? Farbt man die umliegenden vier Nachbarn und geht von
dort rekursiv weiter, so wird in gewissen Fallen nicht das gesamte Polygon gefarbt,
und man muf3 den Algorithmus mit anderen Startpunkten des Polygons neu begin-
nen. Wahlt man die umliegenden acht Nachbarn, so lauft der Algorithmus aus dem
Polygon heraus und farbt schlie3lich den gesamten Bildschirm (Abb. 6).

Abb. 7: Mehrfaches Ansetzen beim rekursiven Farben

Lerninhalte im Zusammenhang mit Fullalgorithmen:

» aus mathematischer Sicht: Geradengleichungen, Steigungen, Schnittpunktberech-
nungen, Extremwerte, Konvexitat von Polygonen

» aus informatischer Sicht: Verzweigungen, Schleifen, Rekursion, Backtracking-
Verfahren, lineare Listen, Sweep-line-Verfahren beim Scan-line-Algorithmus



» wissenschaftsibergreifend: Erkennen von Mangeln in (naiven und anspruchsvol-
len) Problemlésungen, methodisches Vorgehen.

7 SchluBbemerkungen

Wir haben anhand verschiedener Probleme der GDV gezeigt, welche Mdglichkeiten
es gibt, informatische und mathematische Denk- und Arbeitsweisen miteinander zu
verbinden. Auch innerhalb einer Arbeitsgruppe (s. dazu den Bericht in diesem Band)
war man sich darin einig, dal3 sich das Gebiet der GDV gut dazu eignet, denn es
besitzt anspruchsvolle mathematische und informatische Inhalte, die im jeweils an-
deren, die Inhalte nutzenden Fach behandelt werden kénnen. Im Detail hat sich dann
aber ergeben, dal3 die behandelten Probleme oftmals am Rande von Mathematik
und Informatik liegen, und sowohl Mathematiker als auch Informatiker Schwierigkei-
ten sehen, Dinge zu behandeln, die abseits des Lehrplans liegen und deren Behand-
lung keinen unmittelbaren fachspezifischen Nutzen liefert. Inwiefern dies auf die GDV
tatsachlich zutrifft, ist in folgenden Treffen des AK Mathematik und Informatik genau-
er zu klaren.



